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  tcartsbA —  eht yduts dna etagitsevni ew repap siht nI

 yranreT naelooB sa llew sa gnir imes yranret fo noiton
.meht eziretcarahc dna gnirimes  

 
smreT xednI —  : b- ret naelooB ,ecittal  ,gnirimes yran

 ,niamod lanoitar evitisop ,tnetopmedi ylevitacilpitlum
diorez  

 

.I  NOITCUDORTNI  
   scitamehtam ni elor tnenimorp a yalp serutcurts ciarbeglA

 sa hcus senilpicsid ynam ni snoitacilppa gnignar ediw htiw
ortnoc ,secneics retupmoc ,scisyhp laciteroeht  ,gnireenigne l

 dna ,secaps lacigolopot ,yroeht gnidoc ,secneics noitamrofni
 saw smetsys ciarbegla yranret fo yroeht ehT  .ekil eht
 niatrec detagitsevni eH  .]6[ remheL .H .D yb decudortni
 eb ot tuo nrut hcihw sexelpirt dellac smetsys ciarbegla yranret

mmoc  ]8[oaR anahdusuhdaM .D  .spuorg yranret evitatu
 tuoba .spuorgimes yranret ni slaedi yramirp eht deziretcarahc
 emos deiduts dna decudortni ]4[ raK .S dna attuD .K .T
 fo noitazilareneg a si hcihw sgnirimes yranret fo seitreporp

nahdusuhdaM .D  .sgnir yranret  ,9[ oaR asavnirS .G dna oaR a
 dna gnirimes yranret ni tnemele laiceps emos decudortni ]01
 siht ni esoprup niam ruO  .sgnirimes yranret tuoba deiduts

.sgnirimes yranret eht eziretcarahc ot si repap  
 

.II  SEIRANIMILERP  
II NOITINIFED  rehtegot T tes ytpmenon A : 1.  yranib a htiw

 detoned noitacilpitlum yranret a dna noitidda dellac noitarepo
 a eb ot dias si ] [ yb gnirimes yranret   evitidda na si T fi

: snoitidnoc gniwollof eht gniyfsitas puorgimes evitatummoc  
[[ )i cba ] ed [ = ] a[ dcb ]e [ = ] ba [ edc ,]]  
([ )ii  a  + b) dc [ = ] ca d [ + ] dcb ,]  
[ )iii a(  b  + c)d [ = ] dba [ + ] dca ,]  
[ )vi ba (  c  + d [ = ]) cba [ + ] dba  lla rof ]  e ;d ;c ;b ;a ∈ T. 

T tuohguorhT   esiwrehto sselnu gnirimes yranret a etoned lliw
.detats  

2.II ETON   etirw ew ecneinevnoc eht roF : 321 xxx   fo daetsni

321 xxx
 
3.II ETON   era C dna B,A fI .gnirimes yranret a eb T teL :

 = CBA tes eht etoned llahs ew , T fo stesbus eerht
,,: CcBbAacba . 

 
3 ceD deviecer tpircsunaM 1 02 , 14 
 ,oaR anadusuhdaM .D.rD  fo tnemtrapeD ,daeH dna rerutceL

aidnI  .P.A ,ilaneT ,egelloC RVN & RSV ,scitamehtaM  
 ,oaR asavinirS.G  ,scitamehtaM fo tnemtrapeD ,rosseforP .tssA

aidnI .P.A ,teP oarasaraN ,egelloC gnireenignE alamuriT  

4.II ETON   owt era B,A fI .gnirimes yranret a eb T teL :
 tes eht etoned llahs ew , T fo stesbus  = B + A

,: BbAaba . 
5.II ETON   yranret a ot decuder eb nac gnirimes ynA :

.gnirimes  
6.II ELPMAXE   lla fo puorgimes na eb T teL : m  × n  secirtam

 a si T nehT  .srebmun lanoitar evitagen non lla fo tes eht revo
itlum xirtam htiw gnirimes yranret  yranret eht sa noitacilp

.noitarepo  
7.II ELPMAXE   :  teL  S  = {. . . ,

 

−2  ,i

 

−  ,i 0  ,i , 2  ,i . . .  }  a eb
 elpirt xelpmoc dna noitidda ot tcepserhtiw gnirimes yranret

.noitacilpitlum  
8.II ELPMAXE   0 tnemele elgnis a fo gnitsisnoc T tes ehT :

d noitarepo yranib htiw  yranret dna 0 = 0 + 0 yb denife
 sihT  .gnirimes yranret a si 0 = 0.0.0 yb denifed noitarepo

 eht dellac si gnirimes yranret  gnirimes yranret llun  eht ro  orez
.gnirimes yranret  

9.II ELPMAXE   yranret a si } 4 ,3 ,2 ,1 ,0 { = T tes ehT :
t tcepser htiw gnirimes  noitacilpitlum dna 5 oludom noitidda o

: swollof sa denifed si noitarepo yranret sa 5 oludom  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 01.II NOITINIFED  eb ot dias si T gnirimes yranret A :
evitatummoc   gnirimes yranret  dedivorp cba   = acb   = bac   =

cab   = abc   =  bca  lla rof c,b,a  .T  

: 11.II ELPMAXE  Z( 0  , +  ,  .  etinifni fo gnirimes yranret a si )
 hcihw redro .evitatummoc si  

 : 21.II ELPMAXE  a si sregetni nreve lla fo I2 tes ehT
 yranidro ot tcepser htiw gnirimes yranret evitatummoc

[ yb denifed ] [ noitacilpitlum yranret dna noitidda cba  = ] cba  
 lla rof  

a  , b  , c ∈ .T  

 : 31.II ELPMAXE  a si srebmun xelpmoc lla fo C tes ehT
 yranret dna noitidda  eht ,gnirimes yranret evitatummoc

sgnirimeS yranreT fo scitsretcarahC  

 ,oaR anadusuhdaM .D.rD oaR asavinirS G  

+5 0 1 2 3 4 
 0 0 1 2 3 5 
1 1 2 3 4 0 
2 2 3 4 0 1 
3 3 4 0 1 2 
4 4 0 1 2 3 

×5 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 1 3 
3 0 3 1 4 2 
4 0 4 3 2 1 
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 yranret owt eht gnieb srebmun xelpmoc fo noitacilpitlum
.snoitisopmoc gnirimes  

 : 41.II ETON  lla fo M tes ehT n  × n  rieht htiw secirtam
nemele  xelpmoc ,srebmun lanoitar( srebmun laer sa st

non a si )sregetni ,srebmun -  ,gnirimes yranret evitatummoc
 secirtam fo noitacilpitlum yranret dna noitidda ot tcepser htiw

.snoitisopmoc gnirimes yranret owt eht sa  

 :51.II NOITINIFED  tnemele nA a es yranret a ni  si T gnirim
 dedivorp orez evitidda na eb ot dias a  + x  = x  + a  = x  lla rof x 

∈ T.  

 :61.II NOITINIFED  tnemele nA a  si T gnirimes yranret a ni
 na eb ot dias gnibrosba   dedivorp noitidda t.r.w  

a  + x  = x  + a  = a  lla rof x ∈ .T  

 : 71.II NOITINIFED  eb ot dias si T gnirimes yranret A
evitallecnac tfel ylevitacilpitlum   fi )CLM( xba   = yba  mi  seilp

 lla rof y = x taht a  , b  , x  , y ∈ .T  

 :81.II NOITINIFED  eb ot dias si T gnirimes yranret A
evitallecnac yllaretal ylevitacilpitlum   fi )CLLM( bxa   = bya  

 lla rof y = x taht seilpmi a  , b  , x  , y ∈ .T  

 : 91.II NOITINIFED  eb ot dias si T gnirimes yranret A
itlum evitallecnac thgir ylevitacilp   fi )CRM( bax   = bay  

 lla rof y = x taht seilpmi a  , b  , x  , y ∈ .T  
  :02.II NOITINIFED  eb ot dias si T gnirimes yranret A

evitallecnac ylevitacilpitlum   tfel evitacilpitlum si ti fi )CM(
cnac thgir evitacilpitlum ,)CLM( evitallecnac  )CRM( evitalle

.)CLLM( evitallecnac yllaretal evitacilpitlum dna  

MEROEHT   :12.II  yranret evitallecnac evitacilpitlum nA
eerf rosivid orez si T gnirimes . 

 : 22.II NOITINIFED  tnemele nA a  si T gnirimes yranret a fo
b ot dias  e evitidda   tnetopmedi  dedivorp tnemele  a  + a  = a. 

 : 32.II NOITINIFED  tnemele nA a  si T gnirimes yranret a fo
 na eb ot dias  tnetopmedi  dedivorp tnemele 3 aa . 

 : 42.II NOITINIFED  tnemele nA a  si T gnirimes yranret a fo
 eb ot dias lpitlum bus ylevitaci - tnetopmedi   dedivorp a  + a3  =

a . 

: 52.II NOITINIFED   a eb ot dias si T gnirimes yranret A
bus - gnirimes yranret tnetopmedi   sti fo hcae dedivorp

bus si tnemele - .tnetopmedi  
GNIRIMES YRANRET A FO SCITSRETCARAHC.III  

 :1.III NOITINIFED  mes yranret A  eb ot dias si T gniri  
b- ecittal  dedivorp   T ( dna gnirimes yranret tnetopmedi na si T

.evitatummoc si ) + ,  

 : 2.III NOITINIFED  dias si T gnirimes yranret fo Z tes ehT
 eb ot  dioiez { = Z dedivorp T fo a ∈  : T a  + b  = b  ro  

b  + a  = b  emos rof b ∈ .}T  

 ylevitacilpitlum a eb T teL :3.III MEROEHT
bus - imes yranret tnetopmedi -  eht sniatnoc T fI  .gnir

 neht ,ytitnedi evitidda osla si hcihw ytitnedi evitacilpitlum

 si )+ ,T( ) i (  
b- i deorez si )+,T( )ii(  .ecittal  f  

.evitallecnac tfel si )+ ,T( dna evitallecnac si ). ,T(  

foorP   :  bus ylevitacilpitlum a si T esoppuS )i( -  tnetopmedi
.gnirimes yranret  

    ,.e.i a + a 3 a =   lla rof a ∈ T       .)1( a + a 3 a =   a(  + ee
a2  = )  a  

 a.a 2 a =  

 

⇒ a3  a =  a .T    )2( dna  )1(  morF   .)2(
  evah ew  a = a + a   .)3(  

 yranret tnetopmedi na si T  taht yas nac ew )3( dna )2( morF
.gnirimes  

S  ecni a + a 3  ,a =  a + a 3  a + a = a +  a + ee ( a 2  a + )
a + a =  

 a3 a = a +   + a  evah ew )i( noitidnoc fo )3( noitauqe yB  .
a3  + a  = a     .) 4 (  

 dna  )1(  morf eroferehT  teg ew  )4( a + a 3 a =   = a3  + a 

 

⇒  T (
b a si T ecneH   .evitatummoc si ) + , - .ecittal  

 )ii( 1 esaC  redisnoC : a + a 3   .a =  htiw sedis htob no gniddA
 ,aba  neht  a  + a3  + aba   = a  + aba  tfel si )+ .T( ecniS  .

 evah ew neht ,evitallecnac a3  + aba   = aba  

 

⇒ a(a  + b)a  = aba  ,
r.w evitallecnac yb neht  evah ew noitacilpitlum yranret t.  

a  + b  = b  .deorez si )+ ,T( eroferehT  .  
 : 2 esaC  redisnoc niagA a  + a3  = a  )2( noitauqe gnisu yb neht ,

 evah ew )i( noitidnoc fo )3( dna a  + a  = a 

 

⇒ a  + a  + b  = a  + b  ecneh dna evitallecnac tfel si )+ ,T( ecnis ,
a  + b  = b .deorez si )+ ,T( eroferehT  .  

 :4.III ETON  meroeht eht rof elpmaxe eht si gniwollof ehT
.4.2  

 : 5.III ELPMAXE  { = T teL  b , a , e  yranib eht dna }
 noitacilpitlum yranret ,+ noitarepo . :swollof sa denifed  

 
 
 
 
 

 NOITINIFED III  : 6.  a eb ot dias si T gnirimes yranret A
niamod lanoitar evitisop   )DRP( T( fi ylno dna fi  , .  na si )

.puorg naileba  

 MEROEHT III  ylevitacilpitlum eb T teL :7.
bus -  nehT .DRP dna gnirimes yranret tnetopmedi  

a + b 2  b = b  b , a .T  
 ELPMAXE III  : 8.  ,1{ = T teL  a eht si gniwollof eht ,}  

III meroeht evoba eht rof elpmaxe 7.  
 
 
 
 

 
 

 teL  : 9.III MEROEHT  T  imes yranret a eb -  hcihw ni gnir
 ‘ e i )+ ,T( fI  .ytitnedi evitacilpitlum si ‘  neht  ,deorez s an  +

 aba = aba  dna n  b , a T. 
foorP   :  teL  a  T  stsixe ereht nehT  .deorez a si T erehw  b

 T  taht hcus  
 b = b + a )ro(  b = a + b )1(  

+ e a b 
e e a b 
a a a a 
b b a b 

. e a b 
e e a b 
a a a a 
b b a b 

+ 1 a 
1 1 1 
a 1 a 

. 1 a 
1 1 a 
a a a 
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 ecniS e  T    )1( morf neht ,ytitnedi evitacilpitlum si e  +  b = b
 ) ro(  

 b  + e  = b )2(  
 ekaT b = e + b   a  (  e + b  )  aba = a  aba = aea + aba  

 

 →
)3(  

  a  (  b + a  ) a  + aba = aea  
  a3 aba +   + aba = aea  evah ew )3( noitauqe yb , a3  aba +

aba =    evorp ot ysae si ti noitcudni eht gnisU  .)4(  
an  aba = aba +  n dna   b ,a T. 

.III  NAELOOB  YRANRET  GNIRIMES  

 :1.VI NOITINIFED   a eb ot dias si T gnirimes yranret A
 gnirimes yranret naelooB  dedivorp a3  a =  yreve rof  a T     

 :2.VI ETON  tnemele yreve dna T gnirimes yranret a eb T teL
 yranreT naelooB dellac si T neht ,tnetopmedi yranret a si T fo

.gnirimeS  

non a eb T teL : 3.VI ELPMAXE -  B ,A dna tes ytpme
 ni denifed era .noitacilpitlum yranret eht dna + fI  .)T(P

 sa )T(P )()( BABABA  = C.B.A  dna
A

 

 C∩B∩  taht wohS neht  
imes yranret naelooB a si ). ,+ ,)T(P( - .gnir  

 neht ,gnirimes yranret naelooB a si T fI :4.VI MEROEHT
 )i( a  + a  lla rof 0 = a ∈  )ii(  .T a  + b  0 = seilpmi   a  = b  )iii( .  aba

bab = . 
foorP   :  )i( a ∈  T

 

⇒ a  + a   ∈  ecniS  .T a3  = a  lla rof  a ∈  ew ,T
( evah a  + a)3  

( = a  + a  )

 

⇒ (a  + a ( ) a  + a ( ) a  + a  = ) a  + a 

 

⇒ a3  + a3  + a3  + a3 
 + a3  + a3  + a3  + a3  
 = a  + a 

 

⇒ a  + a  + a  + a  + a  + a  + a  + a  = a  + a 

 

⇒ (a  + a (+) a 
 + a (+ ) a  + a  + )  

(a  + a  = ) a  + a   

 

⇒ (a  + a (+) a  + a + )  
(a  + a ( + ) a  + a ( = ) a  + a 0 + 0 + 0 + )  tfel gnisu yb neht ,

( evah ew wal noitallecnac a  + a .0 = )  
 roF )ii( a  , b ∈  ,T a  + b  0 =

 

⇒ a  + b  = 0 = a  + a 

 

⇒ a  = b  yb(
.))i(noitidnocgnisu  

 )iii(  teL  b , a   T    neht   b + a  T 
  (  b + a )3  =   (  b + a ) 
  (  b + a  ( )  b + a  ( )  b + a  ( = )  b + a ) 
   (  b + a  ( ) a  2   + b + ab + ba 2  )  

 ( =  b + a  )  a3 ba + aba + baa +  2  

ab +  2   + bb + abb + bab  2  (  =  b + a ) 
 a3 +  bab + aab + bba + aba + baa  

b + abb + 3  ( =  b + a ) 
  + a  (  + ) baa + baa  (  bab + bab ( + )  bab + aba  + )  a = b

b +   ) 1 (  

 

⇒ a  + ba (a  + a  + ) ab (  b  + b ( + )  bab + aba  +  ) b  = a  + b  
  ecniS  = a + a  evah ew ,swal noitallecnac dna  0  = bab + aba

 0   ) 2 (  
 .e.i  ) ii ( noitidnoc yB  b + a  neht 0 =  

  b = a   semoceb ) 2 (.qe neht bab = aba  . 

elooB A : 5.VI MEROEHT imes yranret na -  dna  T gnir  ,a
 b ∈  taht hcus T  

 = aba  neht 0  bab  dna 0 =  bsa   0 =  
  s .T  

foorP  : imes yranret naelooB a si T redisnoC -  wonk eW  .gnir
imes yranret naelooB yreve taht -  ,.e.i .stnemele orez sah gnir

an  = rof 0   rebmun larutan ddo n  seilpmi  
 a  taht esoppuS  .0=  b ,a ∈  taht hcus T  aba  ( redisnoC  .0 =  bab

)3 bab.bab =  .  =  babbba.bab = bab .0  
( nehT  bab )3  seilpmi 0 =  = bab .0  

 s teL  ( redisnoC  .T bsa )3  
 =  =  bsabsa.bas =bsa.bsa.bsa .0  

 ( nehT a  bs )3  seilpmi 0 =  bsa   lla rof 0  = s ∈ .T  

 yranret diorez a eb ). ,+ ,T( teL : 6.VI MEROEHT
imes -  ‘ ytitnedi evitacilpitlum htiw gnir e  dna ‘

 yranret naelooB a si T neht sdloh wal evitallecnac
  dna gnirimes  

 (  b + a )n  ( = b + a  etni evitisop ddo si n rof ) .reg  
foorP   : imes yranret deorez a si T taht emussA -  rof nehT  .gnir

a ∈  stsixe ereht ,T  
b ∈  taht hcus T  b = b + a  ro   .b = a + b  dna diorez T ecniS

 ytitnedi evitacilpitlum sniatnoc e  seilpmi  e = e + a  dna  a + a
.a =    taht  esoppuS  eea = a  

 

⇒  a  +  a = a ( a  e +  )  e

 

⇒  a + a = a 2  e  +  eea

 

⇒  a  + a = a 2(  + a
 e  + )  a

 

⇒ a  + a = a 3 a +  evitallecnac gnisu yb eroferehT  .
 ytreporp a  = a3 .gnirimeS yranreT naelooB si T ecneh dna  

 ( redisnoC  b + a )3  ( =  b + a  ()  b + a ) 
 (  b + a ( = ) a  + b () a2  + ba   + ab   + b2  = ) a3  + baa   + aba   + bba   +

aab   + bab   + abb   + b3  = a  + b ( + baa   + bab ( + ) aba   + abb  + )
bba   + aab   =  a  + b ( + a  + b) ba  ( + a  + b) ab   + bba   + aab   = a  +

b  + bab   + abb   + bba   + aab   = a  + b  + ab (a  + b  + ) abb   + bba   =
a  + b  + bab   + abb   + bba   

 = a( ee   + bb  + ) b( ee   + ba  + ) abb   = eea   + eeb   + abb   = a  + b( ee  
 + ab  = ) a  + b ( eroferehT  . a  + b)3 ( = a  + b .)  

( niagA a  + b)5 ( = a  + b)3(a  + b ()  a  + b ( = )  a  + b () a  + b ()  a  + b  )
( =  a  + b)3  = a  + b. 

( evah ew siht ekil gniunitnoC a  + b)n  =  
 a  + b  .  

 :7.VI NOITINIFED  esoppuS 2>p   A  .rebmun emirp si
yranret  imes -  dellac si T gnir  gnirimes yranret emirP  ro
 ylpmis  

p- imes yranret - gnir   lla rof taht dedivorp  a  a ,T p  dna 0 =
 = ap .0  

NOISULCNOC  
  fo scitsiretcarahc tuoba deiduts ew ylniam repap siht nI

 .sgnirimes yranret  

GDELWONKCA TNEME  
    T  luferac rof )s(eerefer eht knaht ot ekil dluow srohtua eh

.tpircsunam eht fo gnidaer  

 SECNEREFER  
]1[   ,.R ,maranihC[ isauq no eton A -  laedi   ni ¡¡ sgnirimes  .tnI ,

.9521{3521 ,)8002( 3 ,muroF .htaM  
]2[   ,.S ,naweD dna .N.V ,tixiD  eton A  ib dna isauq no -  ni slaedi

anret spuorgimes yr  3 .on ,81 .icS .htaM .htaM .J .tnI  ,
 ,)5991(  .805{10  

]3[   ,.S ,raK dna .K.T ,attuD sgnirimes yranret raluger nO  ,
 etilletaS MCI eht fo sgnideecorP ,arbeglA ni secnavdA

 dna arbeglA ni  ecnerefnoC  dlroW ,scipoT detaleR
 ,3002 ,yesreJ weN  ,c¯itneicS .553{343  

]4[   ,.S ,raK dna .K.T ,attuD  no eton A raluger   yranret
sgnirimes gnuyK , - .563{753 ,)6002(  64 ,.J .htaM koop  
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]5[   ,.S ,raK isauq nO - ib dna slaedi    yranret ni slaedi
sgnirimes  .J .tnI ,    ,)5002( 81 ,.cS .htaM .htaM

.3203{5103  
]6[   ,.H .D .remheL ugolana yranret A  e  ,spuorg naileba fo

923 ,)2391(95 ,.htaM .J .remA - .833  
]7[   ,.G.W ,retsiL sgnir yranreT  snarT ,  ..remA  451 ,.coS.htaM

73 ,)1791( -   .55  
]8[  D .oaR anahdusuhdaM  ,.  ni slaedI yramirP

isauQ - spuorgimeS yranreT evitatummoC   lanoitanretnI
 arbeglA eruP fo lanruoJ hcraeseR – 452 ,3102 ,)7(3 - .852  

]9[   ,.G .oaR asavinirS dna .D .oaR anahdusuhdaM  laicepS
sgnirimeS yranreT a fo stnemelE  fo lanruoJ lanoitanretnI ,

11 eussI ,4 .loV ,snoitacilppA dna hcraeseR gnireenignE  
noisreV( - 321 .pp ,4102 rebmevoN ,)5 - .031  

]01[  irS dna .D .oaR anahdusuhdaM  ,.G .oaR asavin  stpecnoC
sgnirimeS yranreT no  nredoM fo lanruoJ lanoitanretnI ,

 ,7 eussI ,1 emuloV ,ygolonhceT gnireenignE dna ecneicS
501 .pp ,4102 - .011  

]11[   ,.A.W ,keduD dna .J ,nahZ h yzzuF ¡ sgnirimeh fo slaedi  ,
.688{678 ,)7002( 771  ,.icS .mrofnI  

 
 

aM .D rD oaR anahdusuhd   detelpmoc
 ,ytisrevinU ainamsO morf .cS.M sih
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