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tcartsbA —  margorp retupmoc a stneserp repap sihT

 gnildnah fo elbapac si taht cisab lausiv htiw nettirw
 n x n yna  pmul sesu taht melborp xirtam eulavnegie

 eht stuptuo margorp ehT .xirtam ssam
 x n yna fo seulavnegie dna laimonylop citsiretcarahc
 si margorp ehT .melborp eulavnegie xirtam n
 s’redlohesuoH fo noitacilppa eht no esab nettirw

notweN dna euqinhcet - eti noshpaR  noitar
 ot desu saw euqinhcet s’redlohesuoH .euqinhcet
 na fo laimonylop scitsiretcarahc eht etareneg
 eht fo seulavnegie eht elihw melborp eulavnegie
 gnisu detareneg era noitauqe scitsiretcarahc

notweN -  fo ssenevitceffe ehT. erudecorp s’noshpaR
aw dohtem siht  eht gnirapmoc yb detartsnomed s

 laimonylop scitsiretcarahc eht dna seulavnegie
 gnitsixe htiw yduts tneserp eht ni deniatbo

.skrow suoiverp morf deniatbo seulavnegie  
 

smreT xednI —  ,seulavnegiE ,margorp cisab lausiv
t s’redlohesuoH ,laimonylop citsiretcarahC  ,euqinhce

notweN - euqinhcet noitareti snoshpaR  

NOITCUDORTNI  
   fo smelborp gnivlos nehw esira smelborp eulavnegiE

 ot esir evig smelborp hcuS .scisyhp lacitamehtam
 fesuoY ot gnidrocca hcihw smelborp eulavnegie xirtam

c tnereffid eerht ni deifissalc era )1102(  ehT .seirogeta
 eht ot detaler smelborp fo stsisnoc yrogetac tsrif
 etareneg yllacipyt hcihw ,snoitarbiv fo sisylana
 ehT .smelborp eulavnegie dezilareneg cirtemmys
 ytilibats ot detaler smelborp fo ssalc eht si dnoces

melborp fo ssalc dnoces siht dna sisylana  setareneg s
 sesirpmoc yrogetac driht ehT .secirtam cirtemmys non
 lacinahcem mutnauq ot detaler snoitacilppa lacisyhp
 eulavnegie fo egdelwonk eht taht snaem sihT .smetsys

 
      2 enuJ deviecer tpircsunaM 9 02 , 14. 

C.J ,hezE .  ,  laredeF ,gnireenignE liviC fo tnemtrapeD
 ytisrevinU airegiN ,irrewO ,ygolonhceT fo  

M.O melubguraebI .  ,  ,gnireenignE liviC fo tnemtrapeD
airegiN ,irrewO ,ygolonhceT fo ytisrevinU laredeF  

,.C .M eirokoawN   ,gnireenignE liviC fo tnemtrapeD
airegiN ,irrewO ,ygolonhceT fo ytisrevinU laredeF  

,.O.K ukojN   tnemtrapeD  laredeF ,gnireenignE liviC fo
airegiN ,irrewO ,ygolonhceT fo ytisrevinU  

 dna lacirtcelE ,larutcurtS ot tnatropmi yrev si
s evlos tsum ohw ,sreenignE lacinahceM  smelborp hcu

 fo esuaceb si tI .krow rieht ni yawdaeh ekam ot redro ni
 emit rieht fo tsom tneps evah srehcraeser ynam taht siht
 ;gniod os yb dna hcraeser fo aera siht ni ygrene dna
 neeb evah smelborp hcus gnivlos fo sdohtem ynam

02( kneH dna eneG .depoleved  niam eht no deiduts )00
 lanoitatupmoc fo aera eht ni stnempoleved hcraeser

02 eht gnirud smelborp eulavnegie rof sdohtem ht  
 eht no deyevrus )3791( drawdE dna snalK .yrutnec
 rof esu ni yltnerruc sdohtem noitulos tneiciffe tsom

imitpo ehT .smelborp eulavnegie  dellac ,dohtem noitaz
noitalfed -  yb desu saw tneidarg etagujnoc detarelecca

 tsellams eht etupmoc yllaitneuqes ot )0002( la te acuL
 ,etinifed evitisop ,cirtemmys a fo sriapnegie
 )3102( la te melubguraebI .melborp negie dezilareneg

sa nwonk dohtem a depoleved   xirtam
evitareti -  fo sepyt lla evlos nac taht noisrevni

 sezis xirtam lla rof smelborp eulavnegie dezilareneg
 fo snoitulos tcaxe ot ecnegrevnoc ni tneiciffe si hcihw
 elpmis a desoporp )3102( gnoT dna oaiX .seulavnegie

ulavnegie ot noitulos evitceffe tey tub  dellac smelborp e
 evlos yletamixorppa nac taht dohtem rewop detacnurt
 hcraeser rehtO .smelborp noitazimitpo xevnoc non
 fo skrow eht sedulcni yduts fo aera siht ni skrow
 ,)3102( la te saihttaM ,)3002( oiraM dna odraodE

 suerG dna znebrA ,)6002( la te iaknuY  nelliuQ ,)5002(
 ehT .)0002( la te ihcsamagreB dna )0102( eY dna
 eht era srehcraeser eseht yb desu sdohtem tnereffid

 redlohesuoh ,dohtem noitareti rewop ,dohtem ibocaJ – 
 RQ –  ,dohtem laimonylop ,dohtem noitareti esrevni

kcolB ,dohtem idlonrA ,dohtem sozcnaL  esrevni -  eerf
 dna dohtem ecapsbus volyrK denoitidnocerp

renni -  evlos nac sdohtem esehT .dohtem evitareti retuo
 smelborp oslA .secirtam ssam pmul evah taht smelborp
 devlos neeb evah xirtam ssam tnetsisnoc evah taht

 evitareti xirtam gnisu –  .dohtem noisrevni  retupmoC
 hcuS .tixe smelborp eulavnegie evlos nac taht smargorp
 lla fo esu eht yfilpmis ot redro ni nettirw era smargorp
 ti ,egdelwonk ’srohtua eht fo tseb eht oT .sdohtem eseht
 x n yna fo smelborp sevlos taht margorp a dnif ot erar si

 eulavnegie xirtam n  eht stuptuo hcihw ,melborp
 emas eht ta seulavnegie dna laimonylop citsiretcarahc
 rehtie taht smargorp era ecnetsixe ni era tahW .emit
 citsiretcarahc eht ro seulavnegie eht stuptuo
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 margorp a poleved ot tnatropmi si ti oS .slaimonylop
ht nI .siht od nac taht  si margorp a hcus ,krow tneserp si

 fo noitacilppa eht no desab nettirw si ti dna detneserp
 notweN dna euqinhcet s’redlohesuoH –  noshpaR

T .euqinhcet noitareti  saw euqinhcet s’redlohesuoH eh
U  n yna fo laimonylop scitsiretcarahc eht etareneg ot es

 xirtam n x  eht fo stoor eht dna melborp eulavnegie
 notweN gnisu detareneg erehw noitauqe scitsiretcarahc

–  eht fo ssenevitceffe ehT .erudecorp s’noshpaR
 eht gnirapmoc yb detartsnomed saw margorp
 gnitsixe htiw margorp siht gnisu deniatbo seulavnegie

niatbo seulavnegie .skrow suoiverp morf de  
 

 LARUTCURTS NI SMELBORP EULAVNEGIE
GNIREENIGNE  

 
 noitarbiv gniyduts nehw esira taht seulavnegiE
 ,sreenigne larutcurts ot tnatropmi yrev era smelborp
 eht niatbo ot rehto ni smelborp hcus ezylana tsum ohw

biv fo seicneuqerf latnemadnuf .noitar  
  

 
 

 ti dna melborp eulavnegie citardauq a si )1( noitauqE
 lacipyt a fo mrof noitauqe xirtam eht stneserper

 erehW .melborp cimanyd larutcurts A  ssenffits eht si
 ,xirtam ssam eht si C ,xirtam   ,xirtam gnipmad eht si

 uqerf noitarbiv si  dna ycne   .rotcevnegie eht si  
 

 erehw ,gnipmad on fo esac eht roF  :evah ew, 0 =  
 

 
 

)3( noitauqe sa nwohs mrof siht fo eb nac )2( noitauqE  
  

 
 esu melborp eulavnegie dezilareneg a si )3( noitauqE

icneuqerf larutan eht gnidnif rof  noitarbiv eerf fo se
 dezilareneg rehtonA .smelborp cimanyd larutcurts
 ni sesira gnireenignE larutcurts ni melborp eulavnegie
 fo gnilkcub gninrevog noitauqe ehT .sisylana gnilkcub
 sa nevig si tnemele larutcurts fo egalbmessa na

.)4( noitauqe  
 

 
 

 si A erehW A dna xirtam ssenffits noitcelfed llams eht g 
 ssenffits cirtemoeg eht si ,dednab syawla si hcihw
 eht evig seulavnegie ehT .metsys tnemele eht fo xirtam
 eht tneserper srotcevnegie eht dna sdaol gnilkcub

.sedom gnilkcub gnidnopserroc  
m erauqs a fo ezis eht fI  si ti ,3 x 3 naht erom si xirta

 )3( snoitauqe fo seulavnegie eht enimreted ot suoidet
 desu eht ,seitluciffid hcus emocrevo ot rehto nI .)4( dna
 dna stsylana yb dednemmocer neeb evah ssam pmul fo
 noitasnednoc etatilicaf pleh dluow ,meht ot gnidrocca

 eht fo  gnikaM .xirtam larutcurts   xirtam ytitnedi na
:ot )3( noitauqe secuder  

 
 

 
 seulavnegie ehT   ro( 2  srotcevnegie dna )   eht era

)ces/dar( seicneuqerf noitarbiv eerf 2  gnidnopserroc dna
.ylevitceper epahs edom  

 
ETCARAHC S’REDLOHESUOH  CITSIR

NOITAUQE  
 

 nevig sa gnivlos eulavnegie fo euqinhcet s’redlohesuoH
 negie sihT .krow siht ni desu saw )4002( dralizS yb
 eht enimreted ot desu saw euqinhcet eulav
 sa nevig noisserpxe eht morf laimonylop citsiretcarahc

 :)7( noitauqe ro )6( noitauqe  
 

 
 

 
 

.eulavnegie xirtam eht si K erehW  
 )6( noitauqe gnitneserper laimonylop citsiretcarahc ehT
 sa nevig si )4002( dralizS ot gnidrocca ,)7( noitauqe ro

:)8( noitauqe  
 

 
 

 citsiretcarahc s’redlohesuoH eht si )8( noitauqE
eulavnegie xirtam n x n yna fo noitauqe  .melborp  

 ;taht evah ew ,noisserpxe siht nI  
 

1  = - T1  , 2  = - ( ½ 1T  1 + T2  ,) 3  = - 1/3 ( 2T  1 + 1T  2

+T3  ,) n  = - 1/n ( n-  1 + 1-  2 T  2 …………+ 1Tn-1 T + n  .)
T erehW 1 T ,]K[ ecarT = 2 ]K[ ecarT = 2 T , n ]K[ ecarT = n  

 
 SCITSIRETCARAHC GNITAULAVE

GIE OT LAIMONYLOP SEULAVNE  
 

notweN ,krow siht nI -  sa dohtem evitareti s’noshpaR
 eht etaulave ot esu saw )0102( driB yb nevig

:sa seulavnegie eht niatbo ot laimonylop citsiretcarahc  

 
 

a erehw 1  eht fo toor laer a fo eulav etamixorppa eht si
 noisserpxe f 0 = ) x(  

a( F 1  eht si ) a fo noitcnuf 1  f dna  ' a( 1  tsrif eht si )
a fo noitcnuf fo evitavired 1. 

 
DOHTEM EHT ROF MARGORP CISAB LAUSIV  

 
 yfilpmis ot redro ni nettirw saw margorp cisab lausiv A
 eht stuptuo margorp sihT .dohtem siht fo esu eht

no seog osla dna laimonylop citsiretcarahc   eht evig ot
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 .melborp eulavnegie xirtam n x n yna fo seulavnegie
 dna krow siht ot xidneppa ni nwohs sa si margorp ehT
 tset ot desu saw margorp siht ;sesoprup noitacifirev rof

.smelborp gniwollof eht  
 

 1  )2002 ,nalA(  

 

 2  102 ,nylG( )1  

 

 3  )8991,leahciM(  

 

 4 )1102,nylG(  

 
NOISULCNOC DNA ,NOISSUCSID ,STLUSER  

 
 eht rof deniatbo atad tuptuo margorp cisab lausiV
 .1 elbaT no nwohs era smelborp eulavnegie ruof evoba

uoiverp morf deniatbo stluser eht swohs 1 elbaT oslA  s
 .)8991( leahciM dna )1102( nylG ,)2002( nalA fo skrow
 siht fo noitulos eht taht nees eb nac ti ,elbat eht morF
 htiw emas eht era margorp eht morf deniatbo sa yduts
 taht snaem siht,1 melborp rof )2002( nalA yb nevig taht

citsiretcarahc dna seulavnegie eht  eht era laimonylop s
 scitsiretcarahc eht 4 dna 2 smelborp roF .emas
 emas eht era margorp eht gnisu deniatbo sa laimonylop
 elbacilppa si emas ehT .)1102( nylG yb nevig taht htiw
 taht dias eb nac ti ,stluser evoba eht morF .3 melborp ot

gorp cisab lausiv eht  n x n yna evlos ot nettirw mar
 sresu rof dednemmocer si melborp evlavnegie xirtam
 larutcurts ni smelborp eulavnegie gnivlos rof

.gnireenigne  

 

                                                melborp eulavnegiE fo tluseR :1 elbaT  

melborP    1 ts  
eulavnegie  

2nd 
eulavnegie  

3 dr  
eulavnegie  

4 ht  
eulavnegie  

 scitsiretcarahC
laimonylop  

1  cisaB V
margorP  

)yduts tneserp(  

-1 1 2   λ3- λ2 2- 2+λ  

)2002(nalA  -1 1 2   λ3- λ2 2- 2+λ  

2  cisaB V
margorP  

)yduts tneserp(  

83.1  26.3  7   λ3- λ21 2 λ 04+ - 53  

)1102(nylG          λ3- λ21 2 λ 04+ - 53  

3  cisaB V
margorP  

)yduts tneserp(  

1 1 1   λ3- λ3 2 λ 3+ -1 

)8991(leahciM  1 1 1     

4  cisaB V
margorP  
neserp( )yduts t  

160.3  160.3  160.3  160.3  λ4- λ4 3 λ2+ 2 2+λ 5+  

)1102(nylG          λ4- λ4 3 λ2+ 2 2+λ 5+  
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)EMARGORP CISAB LAUSIV( XIDNEPPA  
 

)(kcilC_tratsunm buS etavirP  
   "" = txeT.1txeT  
    1 * N = N :)"XIRTAM FO EZIS EHT SI TAHW"(xoBtupnI = N  
    ,N(B ,)N ,N(A miDeR  )N(giE ,)N ,N(C ,)N ,N(1B ,)N ,N(1A ,)N  
    )N(L ,)1 + N(T ,)1 + N(D miDeR  

      0 = )1(T :2 = Z  
    N oT 1 = X roF  
    N oT 1 = Y roF  
    0 = )Y ,X(C :0 = )Y ,X(A  
     )Y ,X(B = )Y ,X(1A :)"A RETNE" ,]X[ ,]Y[(xoBtupnI = )Y ,X(B
1 *  
    Y txeN  
     )X ,X(C 1 =  
    X txeN  

N oT 1 = I roF 0002  
    N oT 1 = J roF  
    N oT 1 = K roF  
    )J ,K(B * )K ,I(C + )J ,I(A = )J ,I(A  
    K txeN  
    J txeN  
    I txeN  
    N oT 1 = X roF  
    )X ,X(A + )Z(T = )Z(T  
    X txeN  
    N oT 1 = X roF  
    N oT 1 = Y roF  
     = )Y ,X(C 0 = )Y ,X(A :)Y ,X(A  
    Y txeN  
    X txeN  
    0003 oToG nehT 1 + N = Z fI  
    0002 oToG :1 + Z = Z  

 = )2(D :1 = )1(D :3 = Z     0003 -  )Z(D :2 = X :M = MM :2 = M :)2(T
0 =  

)X(T * )M(D + )Z(D = )Z(D     0004  
         Z < X fI -  M = M :1 + X = X nehT 1 - oG :1 0004 oT  
         Z = X fI -  / )Z(D = )Z(D :)1 + X(T + )Z(D = )Z(D nehT 1 -  Z( - 

)1  
        0005 oToG nehT 1 + N = Z fI  
         oToG :2 = X :0 = )Z(D :M = MM :1 + MM = M :1 + Z = Z

0004  
0005  
         N = Z - 2 = X :1  
         "L"(rtSC + txeT.1txeT = txeT.1txeT )N &  

N oT 2 = X roF     0006  
        )")" & Z & "L" & )X(D & "( + "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT  
         Z = Z - 1 
        X txeN  
        )")" & )X(D & "( + "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT  
         = txeT.1txeT :fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT

xeT.1txeT fLrCbv & )" "( + t  
         = txeT.1txeT :fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT

fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT  
        1 + N oT 1 = J roF  
         & ))J(D & "= )" & J & "(D    "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT

fLrCbv  
        J txeN  
        txeT.1txeT = txeT.1txeT   = txeT.1txeT :fLrCbv & )" "( +

fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT  
         = txeT.1txeT :fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT

fLrCbv & )" "( + txeT.1txeT  
    SNIGEB NOITAUQE CITSIRETCARAHC EHT FO TOOR '

EREH  
     = LL :0 = PF :0 = F - 1 = CC :0 = Z :N = M :5  

    N oT 1 = X roF  
    1 + N oT 1 = Y roF  
    M ^ LL * )Y(D + F = F  
     M = M - 1 

    Y txeN  
    1 = FF eslE 0 = FF nehT 100.0 < )F(sbA rO 0 < F fI  
    FF = HK  

 X(L = )X(L nehT 001 = Z fI  0007 - 0009 oToG :)1  
    1.0 + LL = LL  
    1 + N oT 1 = Y roF  
    F = F  M ^ LL * )Y(D +  
     M = M - 1 
    Y txeN  
    1 + Z = Z  
    1 = FF eslE 0 = FF nehT 100.0 < )F(sbA rO 0 < F fI  
    0008 oToG nehT 100.0 < )F(sbA fI  
    0 = PF :0 = F :N = M  
    0007 oToG nehT HK = FF fI  

LL = )X(L  0008  
0009  

    0 = Z :N = M  :0 = PF :0 = F 1.0 + LL = LL  :  
    X txeN  

 = txeT.1txeT :fLrCbv & )"   "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT 0001
fLrCbv & )"   "( + txeT.1txeT  

     = txeT.1txeT :fLrCbv & )"   "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT
fLrCbv & )"   "( + txeT.1txeT  

    0 = PF :0 = F :N = M  
     N oT 1 = J roF  

    03 oT 1 = X roF  
    1 + N oT 1 = Y roF  
    M ^ )J(L * )Y(D + F = F  
    00002 oToG nehT 1 + N = Y fI  
     M( ^ )J(L * )Y(D * M + PF = PF - )1  

 M = M 00002 - 1 
    Y txeN  
    00003 oToG nehT 0 = PF fI  
     )J(L = )J(L - PF / F  

0 = PF :0 = F :N = M 00003  
    X txeN  
    0 = PF :0 = F :N = M  
    fLrCbv & ))J(L & "= )" & J & "(R    "( + txeT.1txeT = txeT.1txeT  
     J txeN  

    buS dnE  
 

SECNEREFER  
)1   levelitluM .)5002( .R ,sueG dna ,.P ,znebrA

 llewxam rof srevlosnegie evitcaretI denoitidnocerP
A  .smelborP eulavnegie  laciremun deilpp

701 pP ,2 eussi ,45.lov ,scitamehtaM - .121  
)2     .citamehtaM gnireenignE decnavdA .)2002( .J .nalA

.sserp cimedacA/truocraH :ogeiD naS  
 

)3   .)0002( .F ,otterotraS dna .G ,iniP ,.L ,ihcsamagreB
 lellarap eht ni gninoitidnocerp esrevni etamixorppA

los  .niL .remuN ,smelborp negie esraps fo noitu
99 pP )3( 7 .lppA - .611  

 
)4   :scitamehtaM gnireenignE rehgiH .)0102( .J. driB

.dtL reiveslE :KU  
 

)5   evitaretI kcolB .)3102( .B. oiraM dna N.D .odraodE
 eulavnegiE detalerroc fo secneuqeS rof srevlosnegiE

etupmoC .smelborP  .loV ,snoitacinummoC scisyhP r
8742 pP ,11 eussI ,481 - .8842  

 
)6   eulavnegiE .)0002( .V.A ,kneH dna .G.H ,eneG

 fo lanruoJ .yrutneC ht02 eht ni noitatupmoC
 ,321.loV ,scitamehtaM deilppA dna lanoitatupmoC

53 pP - .56  
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)7   gnireenignE nredoM decnavdA .)1102( .G .nylG
aM 4 ,scitameht ht   noitacudE nosraeP :wolraH .de

detimiL  
)8   ,aynA  dna .C.J .hezE ,.O.L ,uttE ,M.O ,melubguraebI

evitaretI xirtaM fo noitacilppA .)3102( .C.U - 
 ni smelborP eulavnegiE gnivloS ni noisrevnI
 fo lanruoJ lanoitanretnI .gnireenignE larutcurtS

noitatupmoC  ,3.loV ,hcraeseR gnireenignE la
71 pP ,4.eussI - .22  

 
)9   noituloS .)3791( .W.L ,drawdE dna B.J ,sualK

 larutcurtS ni smelborP eulavnegiE rof sdohteM
 laciremun rof lanruoj lanoitanretnI.scinahceM

312 pP ,6.loV gnireenignE ni sdohtem - .622  
 

)01  dna .P ,oigroiG ,.B.acuL   .lellaraP .)0002( .S ,oivalF
revlosnegiE esrapS a fo gninoitidnocerP  .  lellaraP

369 pP ,72 .loV .gnitupmoC - .679  
 

)11  hgiH .)3102( .B ,oloaP dna .P ,ramlE ,.P ,saihttaM - 
 negiE naitimreH esneD rof srevloS ecnamrofreP

nitupmoC cifitneicS no lanruoJ MAIS .smelborP  ,g
1 pP 1 .eussI ,53.loV - 22 . 

 
)21   gnireenignE decnavdA.)8991( .D ,leahciM

2 scitamehtaM dn  .llah ecitnerP :yesreJ weN .dE  
 

)31   esrevnI kcolb A .)0102( .Q ,eY dna .P ,nelliuQ -  eerF
 rof dohteM ecapsbuS volyrK denoitidnocerP

.smelborP eulavnegiE dezilareneG cirtemmyS  
 ,scitamehtaM deilppA dna lanoitatupmoC fo lanruoJ

8921 pP :)5( eussI .332 .loV - .3131  
 

)41   fo snoitacilppA dna seiroehT .)4002( .R ,dralizS
 snoS dna yeliW nhoJ  :yesreJ weN .sisylanA etalP

cnI  
 

)51   egraL rof sdohteM laciremuN .)1102(  fesuoY
………smelborP eulavnegiE  lairtsudnI rof yteicoS ,

.scitamehtaM deilppA dna  
 

)61   .C.R ,semaJ dna .T.L ,oliruM ,.S ,fesuoY ,.Z ,iaknuY
fleS .)6002( - tnetsisnoC -  gnisU snoitaluclaC dleiF

vhsybehC -  fo lanruoJ .noitaretI ecapsbuS deretliF
 pP ,)1( eussI 912 .loV ,scisyhP lanoitatupmoC

271 -1 .48  
 

)71   rewoP detacnurT .)3102( .Z .gnoT dna .Y.T ,oaiX
 fo lanruoJ .smelborP eulavnegiE esrapS rof dohteM

998 pP ,41 .loV ,hcraeseR gninraeL enihcaM - 529 . 


